KHBL

TD 9 : Analyse réelle (2)

*

Exercice 1 Voir correction —

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :
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Exercice 2

Voir correction —

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

T ging O sinx
a) 5 dz c) 5— da
1 x oo T

e) / In(2x + 3sinz) dz
0

b) +oo sin:z:+coszd d) /0 o cos z da ) /+OO 4,2 g
e zte x
0 Vl‘s‘i‘l —o0 0
*

Exercice 3 Voir correction —
—+o0
1) Montrer que pour tout réel a > —1, 'intégrale / t*e~t dt converge.
0

1
2) Montrer que pour tout réel a > —1, U'intégrale / t*In(t) dt converge.
0

400
3) Montrer que pour tout réel a > —1, 'intégrale / t*~t dt converge.
0

*
Exercice 4

Voir correction —

Pour chacune des intégrale suivante montrer qu’elle converge et la calculer :
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Exercice 5

—+o0
5) / e (1 —e ®)tde
0

+<>01
6) / H—Zxdx
1 T

Voir correction —

Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling : n! ~
n—-+o00 en

n!
(2)" v

N 1 1
Il 9 A Imité — = _— —_—
1) a) A laide d’'un développement limité, montrer que v, — Vy11 e Ton2 + <n2 )

Pour tout n € N* on pose u,, = et v, = Inu,.

b) En déduire que la suite (v,) converge.

n"
¢) En déduire l'existence d’un réel C' > 0 tel que n! ~ Cy/n—.
n—+00 en

2) Montrons dans cette question que C' = v/27. Pour tout n € N, on pose W,, = fog sin” (z) dz (intégrale de Wallis)
a) Calculer Wy et Wy.
b) Montrer que (W,,) converge.
¢) Montrer que pour tout n € N, W,, = fog cos™(t) dt
d) En déduire Wh.
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KHBL TD 9 : Analyse réelle (2) 2025-2026

N n+1
e) A l'aide d’une intégration par partie, montrer que pour tout n € N, W, 1o = i 5 Wn-
n
7r
f) En déduire que pour tout n € N, (n+ 1)W, W, 11 = 5"
) Mont lm W, =0, lim — " — 1 et Lim AW, =/
g) Montrer que lim W, =0, lm e yet Hm nWn =,/
o @n)! o
h) Montrer que pour tout n € N, W, = W§
i) En déduire que C = /2.
* %
Exercice 6 Voir correction —

—+oo
1) Montrer & l'aide du changement de variable = e* que 'intégrale / sin(e") du converge.
0

teo du
2) Montrer & 'aide du changement de variable t = u'/3 que l'intégrale / T8 il converge et la calculer.
0 u u
* %
Exercice 7 Voir correction —

Soit 8 € R et n € N* tels que sin(nf) # 0. On considere le polynéme P(X) = Z (Z) sin(k6) X*

k=1
1 9 1 _io
1) Montrer que P(X) = 2—(1 +e? X)" — 2—(1 +e X))
i i
eZi’k'rr 71
2) En déduire que A est racine du polynéme P si et seulement si 3k € [0,n — 1], A = R
e —e n et
3) Montrer que toutes les racines de P sont réelles.
* X
Exercice 8 Voir correction —

2
On consideére la suite (u,) définie par u; = 1 et Vn € N*, up11 = up + (1n (1 + i)) .

Un

Le but de cet exercice est de déterminer un équivalent de u,, lorsque n — 4+00. On admet le théoréme de Cesaro :

1 n
Si lim a, =/favec € R alors lim fZak =/
k=1

n—-+oo n—+oco n

1) Montrer que la suite (u,) est bien définie.

2) Etudier le sens de variation de (u,) puis montrer que HIJP Uy, = +00.
n—-+oo

)
)
3) Soit 8 un réel non nul. Montrer que ugﬂ —uf = Bul =3 + o(ull73).
4) Déterminer une valeur de f telle que uﬁ b1 u? converge vers une limite finie.
)

5) En déduire a l’aide du théoréme admis que u,, ~ v/3n.
n

—+00

* *
Exercice 9 Voir correction —

“+o0
Pour tout x €]0; +00[, on appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie par T'(z) = / e T de.
0

1) Montrer que I" est bien définie sur ]0; +oo].
2) Montrer que pour tout > 0, I'(z 4+ 1) = zI'(x)
3) Calculer I'(1) puis en déduire que Vn € N, T'(n + 1) = n!
S
2

“+o0
4) Calculer T (%) puis I' (%) On pourra admettre la valeur de I'intégrale de Gauss : / e dxr =
0
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Le coin des Khiibes
* *

Exercice 10 Voir correction —

(ENSAE 2013) Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. On suppose qu’il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que,
pour tous z,y dans [0, 1],

[f(@) = fW)] < clz -yl
Démontrer que 1'équation f(z) = x admet une unique solution dans [0, 1].

* X %
Exercice 11 Voir correction —

(ENS 2016) Soit f : Ry — R une fonction dérivable telle que f(z)f(y) < f(zy) pour tout z,y > 0 et f(1) = 1.
1) Montrer que f(z) > 0 pour tout = > 0
2) Montrer que f(z) > f(z'/™)" pour tout = > 0 et n > 1
3) En déduire qu’il existe un réel p tel que f(z) > 2P pour tout = > 0
4) Montrer que p > 0
5) Montrer que f(x) = zP pour tout z > 0.

* %
Exercice 12 Voir correction —
(ENS 2025)
Démontrer que pour tout a € R l'intégrale fj;: 1_%2((”) dt est convergente, puis qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que pour tout @ € R on a
= clal

/+°° 1 — cos(at)

t2

— 00
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :

1
a) La fonction f définie sur [1;+oo[ par f(z) = ———= est continue sur [1; 400]|.
) / [ti-+oc par f(@) = ~——— 1;-+oc|

Il faut donc étudier la convergence de I'intégrale en +oc.

1 o 1 L . . 3 R
flz)=x— 00— Or l'intégrale f;r 37 dz est une intégrale de Riemann qui converge car 3 > 1, donc d’apres
x x

PR , . sz . il +oo 1
le théoréme d’équivalence sur les intégrales de fonctions positives, | [, dx converge |.

L T/ T+ 2

Remarque : On peut aussi utiliser le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives en remarquant

1 1 1
vV 2> il < =
e VI H2 2 Vrdone e S L E T
b) La fonction f : & — ————————= est continue sur [0;+oo|. Il faut donc étudier la convergence de I'intégrale en
(x4 1)(x+2)
+00.
1
f(z) =

T—+00 4 /J,‘Q
L’intégrale f;roo

diverge.

1
x
dz diverge, donc d’apres le théoréme d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, || 1+OO f(z)dz

8=

Comme f est continue sur [0;1], fol f(z) dz converge.

s 1
On en conclut que | |, tee - dx diverge.

¢ VeE+DE+2)

2
c¢) La fonction f: x —

est continue sur [0; 4+o0[.

x5+ 1
Il faut donc étudier la convergence de I'intégrale en +oc.
1
f(x) G

1

L’intégrale fl +00— dx est une intégrale de Riemann qui converge car 3 > 1.
x

D’aprés le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que | 1+oo f(x) dx converge.

Or f est continue sur [0; 1] donc fol f(z) dz converge.

On en conclut que f+°° 2 +1 dx converge
d) La fonction f : x +—— ——— est continue sur |1; +ool.
z?Inzx
On étudie donc la convergence de l'intégrale en +o00 et en 1.

1 < 1
z?In(z) ~ 221n(2)

Pour tout « > 2, Inx > In(2) donc

1
L’intégrale f;oo — dz est une intégrale de Riemann convergente car 2 > 1, donc d’apres le théoreme de comparaison
x

1
pour les intégrales de fonctions positives, f;oo 7] dx converge.
z?Inz

, 1 1
Etudions la convergence de ff P dz. Au voisinage de 1 on a ZIn(z) ~ @) etonaln(z) =x—1+o(x—1),
1 1

22 In(x) 1z — 1

donc

1 01
Or fl QE dz a la méme nature que ia du par changement de variable u = z — 1, donc diverge.

+oo

Finalement, l'intégrale [, T()
22 1In(z

dz diverge.

Inz
e) La fonction f: 2z +— est continue sur [1; 4o00].
x

+1
1 1

Pour z > e, on a In(z) > In(e) = 1, et donc ne > .

+1 " z+1
1 1 oo 1

Or ~ =, et lintégrale [ % Z dx est une intégrale de Riemann divergente.
r+1zotoox ¢z
@Iok
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1
D’aprés le théoréme d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, 'intégrale [ :OO ) dz est donc diver-
x

gente.

+00 In

x
Ainsi d’apreés le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, 'intégrale [ ] dx est diver-
x

e
gente.

In +oo Inz

Comme f est continue sur [1;e], 'intégrale ff Txl dz converge, donc finalement | [| o] diverge.
T x

La fonction f: z — est continue sur [0; +o0l.

re®+1
Il faut étudier la convergence de l'intégrale en +o0.

—X

Pour x > 1, ze* +1 > e donc

<i:e
re®+1 ~ e”

Pour tout X > 0, flx e fdx = [— e*“’]f —e e X

X _ _ +oo _
done [[" e"®dz —— e~ donc [ e"®dx converge.
1 X—+oo 1

1
“+o0

d
L ger+1 v

D’apres le théoreme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que
converge.

Or, f est continue sur [0;1] donc fol dz converge.

et +1

1
On en conclut que f0+°o P dx converge
o=

€T

La fonction f: z +—— ©
z+1

est continue sur [0; +o00].
Il faut donc étudier la convergence de 'intégrale en +oc.
e’ 1

Pour tout x > 0, —— > .
z+1 " z+1

1
Or 1+°° oy dz diverge (voir question e)) donc d’apres le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions
x

positives, f1+°° po dz diverge.
el}
Or f est continue sur [0; 1] donc fol f(z) dz converge. On en déduit que f0+oo o dx diverge.
T
ze® +1

La fonction f : x — ———— est continue sur [0; +o0].

from S92 05-+ox
On étudie la convergence de l'intégrale en +ooc.
re® 41 re” 1

— ~Y =
re2® 41 z—+too xe2® o7

s _ _ 21X _
Or l'intégrale f0+oo e~ % dx converge car pour tout X > 0, fOX efdr=[—e "]  =1—-e¥ S 1.

N PN L. s . " . re® +1
D’aprés le théoréme d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on en déduit que| |, oo dx converge.

0 ge2z 41

Correction de 1’exercice 2 :

2)

) sinx
La fonction f : xz ——

est continue sur [1;4o00].

2
x
On étudie la convergence de l'intégrale en +oo.
sinx 1
Pour tout x > 1, 5 < —
x T

s +oo S . N PO .
Or l'intégrale f1 m—g dz est une intégrale de Riemann convergente, donc d’apres le théoreme de comparaison pour les

. 4 . . . 4 4+ gin
intégrales de fonctions positives, 'intégrale fl 5% dx est absolument convergente, donc convergente.

sinx + cosx

vad+1

On étudie donc la convergence de l'intégrale en +oo.

La fonction f: 2z +— est continue sur [0; +o0].

Pour tout x € [0; +o0], |sinz + cosz| < |sinz| + | cosz| < 2
sinx + cosx < 2
B+l | VRl
2 2
Or, ~ ,
Va3 + 1 a—+oo 23/2
2

d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, f1+oo N R dz converge.

Ainsi,

o . 3 \ Lo
et 1+°O ﬁ% dx est une intégrale de Riemann convergente car 3 > 1, donc d’apres le théoreme

511
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sin x+cos T

. N PPN . ez . s +oo
Ainsi, d’aprées le théoreme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, fl dz converge.

V341
Finalement, |, 1+°° bmajﬁ dx est absolument convergente, donc convergente. Comme fol b”””:ﬁ dx converge par
continuité de f sur [0;1], on en déduit que | [ 0+°° % dx converge.
c¢) En faisant le changement de variable t = —z, l'intégrale fi)oo “n ST dx est de méme nature que l'intégrale f oo Sm tdt.
Or, S““ t et f 1 L dt est une intégrale de Riemann convergente, donc d’apres le théoréme de comparaison pour
les intégrales de fonctions positiveS, J 1+°° 51;1% dt converge absolument.
.3
sin” ¢ i
De plus, sin(t) ~¢ donc sin®(t) ~ 3 et ainsi reaiads donc 01 . ntz(t) dt converge.
Ainsi, f0+oo Si?; t dt converge donc fi) sin’ e 4 converge.
d) En faisant le changement de variable t = —z, 'intégrale f EOO e” cos x dzx est de méme nature que 'intégrale f0+oo et costdt.

Or |e"tcost| < e~ ! et I'intégrale f0+°° e~ tdt converge car

X X
e*tdt:[—e*t} =l-ecX —1
0 0 X —+oo
Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, f0+oo |e~t cost|dt converge, donc

f0+oo e~tcostdt converge absolument.

0
On en conclut que f_oc e” cosx dx converge.

e) La fonction f: 2z — In(2x + 3sinz) dx est continue sur |0; 7).
On étudie la convergence de l'intégrale en 0.

Par développement limité en 0,
In(2z 4+ 3sinz) = In(2z+ 3(z + o(x)))
= In(5z + o(z))

(
(
= In(5z(1+ o(1)))
= In(5z) +1In(1 + o(1))
~  In(5xz)
z—0
o In(5) + In(x)
w:/)O 111(213)
Or, —Inz > 0 pour tout € [0;1] et —2'/?Inzx — 0 donc —In(z) = <1/2) et fo 5 dz est une intégrale de
z— 1

Riemann convergente donc par théoréme de comparaison pour les fonctions positives, fo —In x) dz converge.

D’apres le théoréme d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on en conclut que fol(— In(2z + 3sinz)) dz

converge, donc que fol In(2z + 3sinz) dz converge.

Enfin, comme f est continue sur [1;7], [[" In(2z+3sinz) dz converge, donc finalement | [ In(2z + 3sinz) dz converge.

f) La fonction f:z +—s 24 e=*" est continue sur [0; +00[ comme produit et composée de fonctions continues sur R.

On étudie la convergence de 'intégrale en +oo.

. — 2 . p— . 7’ oy - p—
lim 2%¢7* = lim X3%e X par croissance comparée et par composition de z — 2 par z — 2% e™*, donc en +oo
T—+00 X—=+o00
2 1
onazte™ =o — -
T
Or f — d:c est une intégrale de Riemann convergente, donc d’apres le théoreme de négligeabilité pour les intégrales

de fOIlCthIlb positives l'intégrale fl x*e~% dx converge.

. 1 _ +oo _
Enfin, comme f est continue sur [0;1], 0 x*e~? dz converge, | donc finalement fo z* e~ da converge.

Correction de 1’exercice 5 :
1) a) Pour tout n € N,

n! x (":1>n+1\/m
(n+1)! (g)"ﬁ

Up — Unt+1 =1n
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I (n+1)"ltenyn+1
N (n+1) x nrertl x\/n

“n (("Z 1)n W) ~In(e)

b) v, —vpt1~ d’apres la question précédente, donc la suite(v,, —v,41) est & termes positifs & partir d’un certain

12n2

P 1 s . . . s . N e
rang, et la série ) 15— est une série de Riemann convergente, donc par comparaison de séries & termes positifs
on en conclut que la série Y (v, — vp41) converge.

Or, pour tout n € N*, Zzzl(vk — Vk41) = U1 — Up41 Ppar télescopage, donc puisque le membre de gauche admet
une limite réelle lorsque n — 400, le membre de droite aussi. On en conclut que (v,4+1) converge donc que (vy,)

converge.
¢) Soit ¢ la limite de (v,), alors puisque Vn € N, w,, = e on en déduit que 1i111 un, = e’ par continuité de
n—-+0oo
n! n"
I'exponentielle. Finalement, en posant C' = ef, on a nll)rfoo m =1 donc n!~ C’\/ﬁe—n.
e

2) a

W():/ sin®(x) d
0

= [ cos a:]og

—cos(g) + cos0
=1

b) Pour tout n € N, W,, > 0 car c’est 'intégrale d'une fonction positive sur [0, 7].

De plus, (W,,) est une suite décroissante. En effet, pour tout z € [0, Z], 0 < sin(z) < 1 done sin"! (z) < sin"(z).
Ainsi, pour tout entier naturel n,

s

Wit = /2 sin"*(z) dx
0

< /2 sin™(x) dx
0
<W,

(W,,) est donc une suite décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0.

) 7/15



KHBL TD 9 : Analyse réelle (2) 2025-2026

¢) On pose le changement de variable ¢ = g — x, donc dt = —dx.

On a donc

d) On en déduit que Wy = fog sin?(z) dz = fog cos?(z) du.
donc

s

2Wy = /2 sin?(x) dz +/ cos? x dx
0 0

[SE]

(sin?(z) + cos?(x)) dz

Il
Ss—
[NE)

us
2

1dx

Il
S—

o

On en déduit que | Wy = Z .

e) Pour tout entier naturel n, on a par intégration par partie

™

Whio = /05 sin"*2(z) dx = [— cos(z) sin”“(xﬂ — /07 —cos(z) x (n+ 1) cos(z) sin”(z) dz

(=N

™

=0+ (n+1) /5 cos? () sin™ (z) dx
0

=(n+1) /05(1 — sin?(x)) sin”(z) dz

™

=(n+1) /05 sin”(z) dz — (n + 1)/2 sin"*?(z) dx

0
=n+1)W, —(n+1)Wyio

On en déduit donc

(n+2)Whi2 = (n+1)W,

n+1

Wn = n
T2

f) Montrons que la suite ((n + l)W"W"H)neN est une suite constante.
On note pour tout n € N, V,, = (n + 1)W, W, 4. Alors

Vn € N, Vn+1 = (TL + Q)Wn+1W7L+2

1
=(n+2)Wpt1 %Wn d’apres la question 5

) 8/15
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= (TL + 1)Wan+1

donc (V},) est bien une suite constante, et de plus Vo = (0 4+ 1)WoW; =1 x g x1= g d’apres la question 1.
T

Finalement, pour tout n € N, V,, = g donc (n+ V)W, W, 11 = 3

g) On a montré a la question 2 que (W,,) convergeait vers un réel ¢.

Pour tout n € N, W,W,, 41 = d’apres la question précédente. Or lim W, = lim W,4; = £ et

2(” + 1) n—+00 n——+o00

hlf m = 0 donc par passage a la limite on obtient /2 = 0 donc .
n—+oo 2(n

Intéressons nous maintenant a la suite

n+1

On a montré a la question 2 que (W,,) était décroissante, ainsi pour tout entier n on a W, 11 < W, et W42 <
Wit1.
n+ 2 W, 1%
Ainsi, " > 1 et de plus, te_ Mn >_—"_ >1car W, >0.
Wit n+1 Wi Wit
. n+1 L. Lo ) W,
Comme lim =1, on en déduit par théoreme d’encadrement que lim —ntl .
n—+4o0o N + 2 n—+oo Wn

s .
Onaainsi W,, ~ W,1, donc d’aprés la question précédente — = (n+1)W, W, 11 ~ nW2. Ainsi, lim /nW, =
2 n—o0 n—-+4oo

n—oo
\/Z donc nll)l}rloo VW, =/ g

h) Pour tout n € N, d’apres la question 5, on a

Wgn— D) W2n—2
n
(2n —1)(2n — 3)
Waopn—
am(2n—2) !
_(2n—-1)x(2n—3) x---x1
T ax @ x-x2 W
_(2n—1)><(2n—3)><--~><1xz
2 x (2n—2) x - x 2 2
7((Qn—l)><(2n—3)><~~~><1)><(2n><(2n72)><~~~><2Xz
N (2n x (2n —2) x - x 2)2 2

B (2n)! 7r
22 x (px (p—1)x - x1)2 *32
@) o7
T 22(pl)2 2

Pour le rédiger plus rigoureusement, on raisonne par récurrence :

0!
— Initialisation : Pour n =0, Wy = g et Wg = g, donc I’égalité est vraie au rang 0.
2n)!
— Hérédité : Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que Wa,, = 22(77(71)')22, et montrons que W, 1o =
‘(n!
2n+2)! =«
22n+2(n + 1)!2 2°
Alors,

Waint+1) = Wan+2
_ 2n+1
T o2
_ (2n+D2n)! 7w
~(2n+2)227(n!)2 2

d’apres la question 5

par hypothése de récurrence
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n+2
n 4+ 2

B (2n +2)!
©(2n +2)2227(n!)2

il ltipliant par
— en multiplian ar
2 phant par o

B (2n + 2)! T
T 22(n41)222(n!)2 2

Cn+2)! 7
22n+2((n 4+ 1)1)2 2
donc 1’égalité est vraie au rang n + 1

2n)!

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N on a Ws,, = 22(71(71)')27;
n!

_(@n)! 7

donc en utilisant ’équivalent
an( 2 9’ q

[
i) D’apres la question g) on a Wa,, ~ ym et d’apres la question h) Wy, =

2n
CvV2 Qn)ﬂ s T
trouvé A la question 1 : ———<¢" = ~, n d’ou
\ 4n

22n (12, n2" 2
VRV e

n——+o0 22nn2n+1

C

donc C' = /27 par limites de constantes.
Correction de 1’exercice 6 :

1) La fonction u +— sin(e*) est continue sur [0; +oo] comme composition de fonctions continues sur R, & aide du change-

dz
ment de variable z = e*, dz = e* du (du = —) on peut écrire pour tout A > 0 :
x

A e .
. sinx
/ sin(e") du = / dz
0 1 €
eA eA
—Ccosx cos T
= + 5 dx
X 1 1 A
A

= cos(1) — cos(e?) e +/16

COsS T

dz

2

“+ o0

COS T COS T

dx est absolument convergente

+o0 1
Or ' ’ < — et puisque I'intégrale / — dz converge alors I'intégrale /
x
1 oo 1
donc convergente. On en conclut en faisant tendre A vers +o0o que / sin(e") du converge.
0

2) On pose t = u'/? avec dt = 3 u~2/3 du donc du = 3t2 dt.
Soit € > 0, on a :

/1 du _/1 32 dt
LBt s 2

|
:3/ dt
c1/3 1+ ¢2

= 3 [arctan t] 13

= 3arctan(1) — 3arctan(c'/?)

3
—— 3arctan(1) = o
e—0 4

d ! du ; ; T
onc | w2 1 i converge et vau 5"

De méme, pour A > 0 :
A dw M s
R R VE R 2+ ¢4
ONOS
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AL/3

1
:/ o
L 1t

= 3[arctan(t)]} "

= 3arctan(AY/?) — 3arctan(1)

3m 3w

Aotoo 2 4
d +oo du ) ; 37 37 Final ; +oo du ; . 37T+37T 3r 3w
onc ) W converge et vau 7 Z 1nalemen . m converge et vau 4 2 1 = B) .

Correction de 1’exercice 7 :

1) On remarque qu'on peut ajouter le terme k = 0 dans la somme :

ikl _ o—iko n n

771 n kL NN 6 ykqn—k L i0 s\ kqn—k _ L i0 v L —i0 y\n
P(X)Z<k> 5 XQZ_Z(k>(e X)k1 2Z_Z(e X)mTh = S+ e X)" = (1477 X)

k=0 k=0 k=0
2) Soit A € C. P(\) =0 <= i(1+e1‘9A)" = l(1+e—i9A)” = 1A letl1+e ®AX#£0
' B 2i 2 L+e X))
Or, on peut vérifier que si 1 +e %\ = 0, alors P(\) # 0. En effet, si 1 +e % X\ = 0 alors A\ = —e? donc P(\) =

nif

1 , ) ) .

?(1—2 2 = %(e‘w —el?)" = —en¥sin™¢. Orsinf = 0 = 3k € Z, § = knx donc sin(nf) = 0. Puisque sin(nd) # 0
i i

on en déduit que sin@ # 0 donc que P(\) # 0.

1 + em A 2ikm

De plus, dans C, 2" =1 <=3k € [0,n — 1], z = e, Ainsi, P(\) =0 < Jk € [0,n — 1], Tie0y ©" —
) ) eM —1 ‘
A (em —ezl’r]f’" efw)) = 6217}1C7r —1<—=3dk e [[O,n — 1H7 A= —_—m
et _ o= e—1ib
On vérifie que e — %™ e~ £ 0 :
el e e = 0= o™ = &0 = 2T = 20 = I/ € 7 2inf = 2ikm + 2k'T < nb = (k — k')
Or puisque sin(nf) # 0 on a nd # (k — k')x pour tout k, k' € Z donc e —e*5™ e~ £
2ikm 2ikT
e n —1 e n —1
3) Montrons que - s | = — T el
et _ =0 10 et _ o0 et
ST ) e
0l _ 2T —ie | T —ig _ o—2ET e
1—e*= o 2ikm
= en multipliant par e »

2ikn

e - . 7 A .
donc —EmE o, © R. Toutes les racines de P sont donc réelles. On peut méme aller plus loin :
e —e n e!
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Correction de 1’exercice 8 :

1) Pour tout n € N*, notons P(n) : « u, est bien défini et u,, > 0 » et raisonnons par récurrence sur n.

— Initialisation : P(1) est vrai par hypothese.

2
1

— Hérédité : Supposons que P(n) soit vrai pour un certain rang n € N*. Alors (ln (1 + )> est bien défini et
Up

2

1

positif donc u,, + (111 (1 + )) est bien défini et supérieur a u,,. Ainsi, u,+1 est bien défini et u,41 > u, > 0,
n

donc P(n + 1) est vrai.
— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N w,, est bien défini et u,, > 0.

2
1
2) Vn € N* upp1 —up = <ln <1 + )> > 0 donc (uy,) est croissante. Il n’y a que deux possibilités, soit (u,) converge
Un,
soit elle tend vers +oo.

Raisonnons par ’absurde et supposons que lirf up, =L avec £ € Ret £>1 car ug > 1 et (u,) croissante. Alors, par
n—-+0oo

- 1\’ : 1)) 1
continuité de z — In {14+ — | sur |0;4o0f,, lim (In(14+ — =In(1+-).
T n—r+00 Up, /

2 2
1 1 1
Par passage a la limite dans I’égalité u, 11 = up+ (ln (1 + >> on obtient £ = ¢+ (ln (1 + €)> donc In (1 + E) =
Up

1 1
0 donc 1 + 7= 1 donc 7= 0 ce qui n’est pas possible.

On en conclut que lim wu, = 4o0.
n——+4oo

n n—+00 Uy, Un,

1 1 1
3) Puisque Erf Uy, =400 on a lim :O.Ainsi,1n<1+>:+o( ).Onadonc:

4) Pour B=3o0n a uTﬂLJrl —uf = B+ o(1) donc ngrfw up g —up = 3.

D’apres le théoréme de Cesaro :

n

] f f
lim *Z(uiﬂ —u3)=3

n—+ocon

k=1
3 3 3 3
Coud . —u o L
Or, S ud,y —ud =udy —uf donc lim L1 — 3 donc lim L = 3 car lim — = 0, et donc

- n—-+oo n n—+oo N n—+oo n

n u3+1 u3 1
im "L — 3 et finalement lim —*L = 3. On en conclut que w4+ ~ ¢/3(n + 1) donc u,, ~ ¥/3n

ns+oon+1 n n—+oon + 1

Correction de I’exercice 9 :
+oo
1) Montrons que pour tout z > 0 lintégrale / e tt*~1 dt converge.
0
La fonction ¢ — e~ "¢*~1 est continue sur [0;+oo[ si > 1, et sur ]0;+oo[ si # < 1. Dans les deux cas il y a une

“+o0
impropriété en +o0o. Or t2 et t*~1 = ¢+l et P 0 donc d’apres le critére de Riemann ’intégrale / el dt
—+00 1

converge, et ce quel que soit la valeur du réel z.
Sixz > 1 alors il n’y a pas d’impropriété en 1

1 1
Sio<x<1,alorse f¢*~1 Rodprrers Or / e dt converge selon le critere de Riemann car 1 —x < 1, donc 'intégrale
—
0

1
/ e~ ' t*~1 dt converge.
0

Finalement, on a bien montré que pour tout = > 0, l'intégrale I'(x) converge donc I" est bien définie sur ]0; +o0].
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2) On fait une intégration par partie sur 'intervalle [%; A] avec A >0 :

A 1 A A 1
/ et dt = [e_t } + / e~t - dt
1/A T11/A 1/A T

— — A

T z T J1/a

1
04+ -T(z+1)
A——+oco x

Or le membre de gauche de cette égalité tend vers I'(x) lorsque A — +oo d’on Iégalité I'(x + 1) = aI'(x)
+o00 A
3) I'(1) = / e tdt = lim e tdt = lim (1 — e_A) =1
0 A—+oo [ A—+o00
On a donc T'(0+ 1) =1, or 0! =1 donc on a bien T'(0 4+ 1) = 0!, I’égalité est vraie pour n = 0.
Supposons que ’égalité soit vraie pour un entier n quelconque, alors d’apres la question précédente I'(n + 2) =
I'n+14+1)=m+1DI(n+1) = (n+ 1)n! = (n+ 1)l. L’égalité est vraie pour n = 0 et la propriété est héréditaire,
donc elle est vraie pour tout enter n par principe de récurrence.

1 +oo 1 Foo et
4) T () = / et dt = — dt.
2 0 0 \/{t

1
Posons & = /1, avec dz = oW dt et dt = 2x dz. Pour tout A >0 on a

2Vt

2

Aeft \/Zefzr \/Z 5
/ —dt:/ 2xdz:2/ e dex —— 7
o Vit 0 0

X

1
d’apres la valeur admise de l'intégrale de Gauss. Ainsi, I' <2> = /7.

3 1 1 1
On en déduit que T’ <2> =T <2 + 1) = 51“ (2> = g d’apres la question 2.

Correction de ’exercice 10 : Existence : Considérons la fonction ¢ :  — f(z) — x. Cette fonction est continue sur [0, 1]
comme somme de fonctions continues, avec g(0) = f(0) > 0 et g(1) = f(1) —1 < 0 car f(0), f(1) € [0, 1].
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc un réel ¢ € [0,1] tel que g(c) = 0 donc tel que f(c) = c.

Unicité : Supposons qu’il existe (x,y) € [0, 1]? tels que f(x) = z et f(y) = y. Alors par hypothee sur f :

[f (@) = f(y)] < clz -yl

donc |z — y| < ¢z —y. Si z # y on peut diviser de chaque c6té par |« — y| et obtenir 1 < ¢, contradiction.
Correction de ’exercice 11 :

1) Pour tout z > 0, x = \/z - /x donc f(x) = f(v/z-/Z) > f(v/)? > 0 par hypothese sur f.
2) On a:

FEmm = fat/my x o fat)

n fois

< f(:cl/” X oee X xl/") par hypothese sur f
—_——

n fois
< f()

3) Pour tout z > 0 et tout n > 1 on a :

F(/) = exp (nin(f(z'/"))

Or lir+n x'/™ =1 et f est dérivable en 1 donc admet un développement limité en 1 :
n—-+0oo

fl) = F)+ ()@ =1)+o(x—1)

T—r

© 13/15
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d’ou
@) = PO+ FME 1)+ o 1) = 1 ) = 1) + o - 1)

n—-+oo

par composition avec In, et puisque lim f/(1)(z!/" —1)=0ona :
n—-+oo

n(f@") = fOE" 1) 4o (2" —1)

n—-+oo

De plus, n(z/" — 1) = n(e™@/™ —1) ~In(x) donc lim nln(f(x'/™)) = f/(1)In(z) et finalement

n—-—+oo

lim f(z"/")" = exp(f'(1) In(x)) = 2"

n—-+oo

Par passage a la limité dans I'inégalité précédente on en déduit odnc :

Ve >0,Vn>1, f(x)> 2!’

4) Sip < 0, alors lim+ 2P = 400 donc par comparaison hm+ () = 400. Or f est dérivable sur R, donc continue en 0
z—0 x—0

et lim+ f(z) = f(0) € R, contradiction. On en conclut que p > 0
z—0

5) Montrons que le résultat est vrai si > 0 en raisonnant par absurde : supposons qu'il existe un réel xg > 0 tel que
flzo) > ab.

D’apres la question 3) f (%) > I% donc par produit d’inégalités :
0

lzf(l)zf(ajo)f(;o) >m€x%>1

0

contradiction. On en déduit donc que pour tout z > 0, f(z) = 2P, et par continuité de f on a donc f(0) = lirr%) P =0
xr—r

sip#0, et ili% aP =1 si p = 0. Dans tous les cas, f(x) = 2P pour tout z > 0.

Correction de ’exercice 12 : L’intégrale a 3 impropriétés : en —oo, en 0 et en +oo Pour tout réel ¢ on a par inégalité
triangulaire : |1 — cos(at)| < 1+ |cos(at)| < 2.
Ainsi :

Vt € R, ‘

f+00 1—cos(at)

1 2 dt converge absolument donc

1
et l'intégrale f;roo 2 dt converge donc par comparaison d’intégrales positives

converge.
1 — cos(at)
12

Au voisinage de 0 on a 1 — cos(at) =1 — (1 — “2;2) + o(t?) donc

1—cos(at)

Par parité de t — 2 dt converge aussi.

on en déduit que f_loo

1 —cos(at) a?

=—+o(1
e 5 +ol)
. 1—cos(at) a2 ] o )
donc thn% — e  — 5 La fonction peut se prolonger par continuité en 0 donc elle est faussement impropre en 0.
—
1 — cos(at
Finalement, fj;o 1 - cos(at) dt converge bien.
2

Posons le changement de variable u = at, du = a dt. Pour tous réels A et B on a :
B 1 — cos(at) @B 1 — cos(u) du

———dt= —

A t aa  (u/a)® a

:/aBal—cos(u) du
a

2

A u
aB
1—
= a/ 7CZS(U) du
aA u

si @ > 0 on obtient lorsque A tend vers —oo et B tend vers 400 :

“+oo - +oo o
/ 1 — cos(at) :a/ 1 — cos(u) du

12 u?

— 00 — 00

et si @ < 0 on obtient :
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+oo 1 _ —00 1 _ +oo 1
/ 1 — cos(at) :a/ 1 — cos(u) du:—a/ 1 — cos(u) du

12 2 2

—o00 +oo u —0o0 u

+oo 1 — cos(u .
donc dans tous les cas, en posant ¢ = [ > 7() du on a bien :

—00 U2

+oo
1-— t
/ Mdt: c|a|
t2

—00
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